Diplomarbeit

Beispiele hyperelliptischer Flichen
mit mindestens zwei guten Hosen

Anfertigung am
Institut fiir Reine Mathematik

Vorgelegt der
MATHEMATISCH-N ATURWISSENSCHAFTLICHEN FAKULTAT DER
RHEINISCHEN FRIEDRICH-WILHELMS-UNIVERSITAT BONN

Juni 2003
von
Frank R. Schmidt
aus
Bonn

Referent: Prof. Dr. U. Hamenstadt



11



iii

Danksagung

Zuerst mochte ich Frau Hamenstddt fiir die motivierende Betreuung und
die regelméfigen und hilfreichen Gespriche danken, die wir gefiihrt haben.
Grofler Dank gebiihrt auch Juan Souto fiir die Unterstiitzung bei dieser Ar-
beit. Fiir die gute Arbeitsatmosphére und die anregenden Gespréiche mochte
ich der dritten Etage der Beringstrasse 6, besonders natirlich Stefan Hainz,
danken und abschliefend meiner Familie fiir die Unterstiitzung iiber meine
gesamte Studienzeit hinweg.



v



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Hyperbolische Geometrie
2.1 Hyperbolische Trigonometrie . . . .. ... ... ... .. ..
2.2 Hyperbolische Flachen . . . . . . . .. ... ... .......
2.3 Hyperelliptische Flichen . . . . . . .. ... ... ... .. ..

3 Flachen mit 2 guten Hosen
3.1 Grundkonstruktion . . . . . . .. .. ..o
3.2 Variation . . . . . . . . . . . . e e e e



vi

INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1

Einleitung

Im Folgenden ist ein Fliche M der offene Kern einer orientierbaren, kom-
pakten, Riemannschen Fliche mit konstanter Kriimmung —1. Falls M vom
Geschlecht g ist und einen Rand besitzt, der aus n geschlossenen Geodéti-
schen besteht, so bezeichnet man mit (g,n) die Signatur dieser Fliche.

Der Laplace-Operator A auf Funktionen f : M — R besitzt auf dem Ab-
schlu8 M ein diskretes, nichtnegatives Spektrum. Ist n > 0, so lassen wir
beim Untersuchen des Laplace-Operators nur Funktionen zu, die die Neu-
mannrandbedingung erfiillen. Im Zusammenhang mit dem kleinen Spektrum
(Eigenwerte < i) gehort die Riemannsche Vermutung zu einer der offenen
Fragen:

Vermutung (Riemann). Fine Fliche der Signatur (g,0) hat mazimal 2g—
2 kleine Figenwerte.

Nun kann man eine Fliche der Signatur (g,0) in 2g — 2 Hosen (Flichen
der Signatur (0,3)) zerlegen. Auflerdem ist bekannt (siehe z.B. [Cha84]),
dass eine Fliche maximal so viele kleine Eigenwerte besitzen kann wie eine
gegebene Zerlegung der Fliche.

Da in [Sch90] gezeigt wurde, dass jede Hose maximal zwei kleine Eigenwerte
besitzt, ergab sich 4g—4 als obere Schranke fiir die Anzahl der kleinen Eigen-
werte geschlossener Flichen. Weil Flichen auflerdem immer 0 als Eigenwert
besitzen, kann man Hosen somit in zwei Klassen unterteilen. Eine Hose mit
keinem positiven, kleinen Eigenwert wird als gute Hose und eine Hose mit
einem positiven, kleinen Eigenwert wird als schlechte Hose bezeichnet.
Koénnen wir nun zu einer Fliche eine Hosenzerlegung finden, die genau s
schlechte Hosen besitzt, so hat diese Flache maximal

2-5s4+1-(29—2—-5)=29—2+s

kleine Eigenwerte.
Paul Schmutz hat in [Sch96] gezeigt, dass man zu jeder geschlossenen Fliche
eine Hosenzerlegung finden kann, die mindestens eine gute Hose besitzt.
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Die obere Schranke von kleinen Eigenwerten kann somit auf 4g — 5 gesenkt
werden.

Da Fliachen vom Geschlecht g = 2 hyperelliptisch sind, ergibt sich damit fiir
eine Klasse von Flichen, dass sie eine Hosenzerlegung mit zwei guten Hosen
besitzen. Aber auch fiir den Fall, dass die hyperelliptische Involution die
gute Ausgangshose nicht in eine disjunkte Hose abbildet, konnte Schmutz in
[Sch96] eine Zerlegung in zwei gute Hosen angeben. Er konnte also insgesamt
folgende Vermutung fiir ¢ = 2 beweisen

Vermutung (Schmutz). Eine Fliche der Signatur (g,0) besitzt eine Zer-
legung in 2g — 2 gute Hosen.

In dieser Arbeit werden wir nun Beispiele hyperelliptischer Flichen vom
Geschlecht 3 konstruieren, die ebenfalls eine Hosenzerlegung mit zwei guten
Hosen besitzen. Hierzu geben wir in einer Klasse ¥; von Flichen mit den
isometrischen Involutionen ®; eine gute Hose Y; an, die disjunkt zur Hose
Y, = &,(Y;) ist.

Wir senken demnach fiir eine Klasse von hyperelliptischen Flichen vom Ge-
schlecht 3 die obere Schranke der kleinen Eigenwerte auf 6. Diese Klasse ¥,
beschreibt dariiber hinaus einen eigentlichen Weg im Teichmiillerraum 73.



Kapitel 2

Hyperbolische Geometrie

Die Hyperbolische Ebene
H? :={z =z +iy € Cly >0} C R?
ist zusammen mit der Metrik

1.1
Ioyi(X,Y) = <§X, §Y> fir X,V € Ty H?

eine Riemannsche Fliche (H2, ™), wobei (-, -) das euklidische Skalarprodukt
auf R? ist. Die orientierungserhaltenden Isometrien dieser Fliche werden
gerade durch PSL(2,R) mittels

a b . az+b
c d)7 7 cz+d
beschrieben.

Um zu erkennen, was diese Fliche mit einem Hyperboloid zu tun hat, be-
trachten wir die Lorentzbilinearform

I'R*xR®—> R

(X,Y)— XT

OO =
O = O
o O
i.<

Sie wird von

cos(o) —sin(o) 0 cosh(p) 0 sinh(p)
A(o) := | sin(o) cos(o) 0|, B(p):= 0 1 0
0 0 1 sinh(p) 0 cosh(p)

und somit auch von der hiervon erzeugten Untergruppe

Q = ({A(0), B(p)|o € [0:2],p € R{}) C GL(3,R)

3
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invariant gelassen.
Es sei nun

H:={X = (21,22, 73) € R}I(X,X) = —1 und z3 > 0}
und
gl (X,Y) :=l(X,Y) fir X,Y € T,H.

In [Bus92] wird gezeigt, dass g eine Riemannsche Metrik auf H ist und
dass (H,g") isometrisch zu (H2,¢") ist. Daher wird H auch als Hyper-
boloidmodell von H? bezeichnet. € beschreibt auBerdem die Gruppe der
orientierungserhaltenden Isometrien auf H.

Da diese beiden Modelle (Ebene und Hyperboloid) ihre Vor- und Nachteile
besitzen, werden sie in Abhingigkeit des Problems parallel benutzt.

2.1 Hyperbolische Trigonometrie

In diesem Abschnitt wird das Konzept der verallgemeinerten Dreiecke vor-
gestellt, wie es in [Bus92, Abschnitt 2.1-2.2] beschrieben ist. Dort wird H?
anhand des Hyperboloidmodells untersucht. Dieser Abschnitt wiederholt die
Ergebnisse aus [Bus92], um im Anschluss Anwendungen fiir Vier- und Fiinf-
ecke herzuleiten.

Definition 2.1.1 (Polygon). M sei eine orientierte Riemannsche Fliche.
Ein Polygon P C M ist eine orientierte, stiickweise geodéatische, geschlos-
sene Kurve. Die Geodétischen von P heiflen Seiten und ihre Randpunkte
heiflen Ecken.

Schneiden sich die Seiten ¢y und ¢; in der Ecke @), so gibt es einen Winkel «
unter dem sich die Tangentialvektoren [ci]g und —[cg]g in TgM schneiden.
Dieser Winkel heif3t Innenwinkel von @ in P.

Da in H? Geoditische zwischen zwei Punkten eindeutig sind, schreiben wir
fiir die Geodétische zwischen Q1 und Qg auch Q;Qs. Besteht ein Polygon
P C H? aus den Geoditischen Q1Qo, ..., Qn_10Qn, QnQ1, so schreiben wir
fiir P auch (Q1,...,Qn).

In dieser Arbeit verstehen wir unter einer Geodétischen immer eine Kurve
v : [a,b] = M, die nach der Bogenlinge parametrisiert wird. Insbesondere
ergibt sich fiir die Lange len von Geodétischen

len(y) =b - a.

Zur Vereinfachung werden wir nun die Seiten eines Polygons P mit ihren
Léngen identifizieren.
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Definition 2.1.2 (Winkelpaar). Es sei ein Polygon P C H? gegeben
und sowohl z als auch y gehoren zur Menge der Winkel und Seiten von P.
Wir bezeichnen [z,y] als Winkelpaar, wenn eine der folgenden Bedingungen
erfiillt ist:

(i) Der Winkel y folgt auf die Seite z.
(ii) Die Seite y folgt auf den Winkel z.

(iii) Die Seite y folgt auf die Seite  und der Innenwinkel betréagt 7.

Je nachdem welche Bedingung das Winkelpaar erfiillt, sprechen wir vom
Winkelpaar des Typs (i), (ii) bzw. (iii).

Definition 2.1.3. Zu einem Winkelpaar [z,y] des Polygons P wird die
assoziierte Isometrie IV, wie folgt definiert:

1. Ist [z,y] vom Typ (i), so ist

—cos(y) —sin(y) 0
Ny :=| sin(y) —cos(y) 0
0 0 1

2. Ist [z,y] vom Typ (ii), so ist

cosh(y) 0 sinh(y)
No=[ 0 1 0
sinh(y) 0 cosh(y)

3. Ist [z,y] vom Typ (iii), so ist

0 -1 0
Ny := | cosh(y) 0 sinh(y)
sinh(y) 0 cosh(y)

Definition 2.1.4 (Verallgemeinertes Dreieck). Ein Polygon P C H?
heiit verallgemeinertes Dreieck, falls a, v, b, a, ¢, B aus der Menge der
Seiten und Winkel stammt und [a,7], [v,b], [b, @], [o,c], [c, B] sowie [B,a]
Winkelpaare sind.

Fiir P schreiben wir dann auch [a,~,b, «, ¢, 8].

Wiirden wir nur Winkelpaare vom Typ (i) und. Typ (ii) betrachten, so wire
jedes verallgemeinerte Dreieck ein Dreieck. Aber gerade durch die Winkel-
paare des Typs (iii), erhalten wir auch Vier-, Fiinf- und Sechsecke. Dies wird
uns zu einigen einfachen trigonometrischen Gleichungen fiihren.

Aus der Definition von verallgemeinerten Dreiecken folgt insbesondere, dass
zwei Polygone P und @), die die gleiche Darstellung [a,, b, , ¢, 8] besitzen,
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genau dann isometrisch sind, wenn die entsprechenden assoziierten Isome-
trien iibereinstimmen.

Bei Dreiecken wissen wir, dass alle Liangen und Winkel durch drei Anfangs-
daten eindeutig bestimmt sind. Ein analoges Theorem gilt auch fiir verall-
gemeinerte Dreiecke.

Theorem 2.1.5. Es sei [a,7,b,a,c, 5] ein verallgemeinertes Dreieck. Dann

18t:
N,N,Ny = L (N,N.Ng)" L,
wobei
10 0
L=101 0
00 -1

die darstellende Matriz der Lorentzbilinearform [ ist.
Beweis. Nach [Bus92, 2.2.6 Theorem]| ist
N,N,Ny = (N,N.Ng) *.
Da fiir jede assoziierte Isometrie N
N '=LNTL
gilt, ergibt sich hieraus die Aussage. O

Wir werden nun einige trigonometrische Formeln mit Hilfe der verallgemei-
nerten Dreiecke herleiten. Bei der Angabe der verallgemeinerten Dreiecke
sollen ab jetzt die griechischen Buchstaben fiir Winkel und die lateinischen
Buchstaben fiir Seiten stehen.

Korollar 2.1.6 (Dreieck). [Bus92, 2.2.1 Theorem] Es sei [a,7,b, a,c, ]
ein verallgemeinertes Dreieck (Abbildung 2.1). Dann gelten folgende Kosi-
nussatze:

cosh(c) = cosh(a) cosh(b) — sinh(a) sinh(b) cos(7) (2.1)
— cos(7y) = cos(a) cos() — sin(«) sin(f) cosh(c) (2.2)

Korollar 2.1.7 (Viereck). Fir das verallgemeinerte Dreieck [z,g,y, 8, L, ]
(Abbildung 2.2) gilt:

__cosh(g) + cos(a + B)
cosh(L) = sin(a) sin(f)
sinh(y) = cosh(L) sinh(z) — sinh(L) cosh(z) cos(«a) (2.4)

+1 (2.3)
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Abbildung 2.1: Das verallgemeinerte Dreieck [a,7,b, a, ¢, (] ist ein Dreieck.

Abbildung 2.2: Das verallgemeinerte Dreieck [z,g,y, 8, L, o] ist ein Viereck.
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Bemerkung. Aus (2.3) folgt auBerdem mit o = 7
cosh(g) = cosh(L) sin(3) (2.5)

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass:

A :=N,N,N,
cosh(z) 0 sinh(z)
= 0 1 0 .

sinh(z) 0 cosh(z)

— cosh(y) 0 — sinh(y)
sinh(g) sinh(y) —cosh(g) sinh(g) cosh(y)
cosh(g) sinh(y) —sinh(g) cosh(g) cosh(y)

und
B :=NsN.N,
—cos(f) —sin(B8) 0
=| sin(8) —cos(8) 0]-

0 0 1

—cos(a) cosh(L) —sin(a)cosh(L) sinh(L)

sin(a) — cos(a) 0
—cos(a)sinh(L) —sin(a)sinh(L) cosh(L)

Wegen Theorem 2.1.5 ist age = bes und somit
— cosh(g) = — sin(a) sin(fB) cosh(L) + cos(a) cos(f)
cosh(g) =(cosh(L) — 1)(sin(e) sin(B)) — cos(a + ),

was (2.3) beweist. Analog wird (2.4) gezeigt, indem man das verallgemeinerte
Dreieck zu
(L, e, 2, 9,y, B

umnotiert. Theorem 2.1.5 die Gleichung dann wegen
(NLNoNg)31 = —(NgNyNg)13.
O

Korollar 2.1.8 (Fiinfeck). Das verallgemeinerte Dreieck [z, L,y, o, h,g]
(Abbildung 2.3) erfillt:

cosh(L) = sin(a) sinh(h) sinh(g) — cos(«) cosh(g) (2.6)
Beweis. Theorem 2.1.5 liefert diese Gleichung, da
(NzNLNy)12 = (NaNpNg)oi.
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Abbildung 2.3: Das verallgemeinerte Dreieck [z, L, y, «, h, g| ist ein Viereck.

2.2 Hyperbolische Flichen

Im Folgenden werden wir zwei Arten von hyperbolischen Flidchen definieren,
die im Verlauf dieser Arbeit eine zentrale Bedeutung spielen werden. Zum
Einen werden wir uns mit topologischen Kreisscheiben beschiftigen, deren
Rand ein Polygon ist. Diese Fliche werden wir als volle Polygone bezeich-
nen.

Zum Anderen werden wir uns mit Flichen beschiftigen, deren Rand aus
geschlossenen Geodétischen besteht. Diese Flichen werden wir als Fldchen
schlechthin bezeichnen. Nachdem wir den Zusammenhang zwischen geschlos-
senen Kurven und geschlossenen Geodétischen sowie einige Eigenschaften
des Laplace-Operators auf Flichen zitiert haben, wird im Anschluss die
Charakterisierung von guten und schlechten Hosen, wie sie in [Sch96] be-
schrieben wird, vorgestellt.

Definition 2.2.1 (Fliichen und volle Polygone). Es sei M eine kompak-
te, orientierbare, zusammenhingende Riemannsche Fliche vom Geschlecht
g mit konstanter Kriitmmung —1.

e Ist g = 0 und OM ein Polygon, so heifit M wolles Polygon. Die Ecken,
Seiten und Winkel von M werden auch als Ecken, Seiten bzw. Winkel
von M bezeichnet.

e Besteht der Rand aus n € Ny geschlossenen Geodétischen, so heifit M
Fliche und (g,n) die Signatur von M.

Bemerkung. Wir werden Flichen und volle Polygone immer als offene
Mannigfaltigkeiten verstehen, d.h. sie sind disjunkt zu ihrem Rand. Insbe-
sondere gilt fiir den abschluss M also immer:

M = MU OM.
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Die beiden folgenden Theoreme werden im nichsten Kapitel benotigt. Es
handelt sich dabei um Eigenschaften von geschlossenen Kurven und den
hierzu frei homotopen Geodétischen.

Theorem 2.2.2. [Bus92, Theorem 1.6.6] M sei Fliche und ¢ C M sei eine
geschlossene Kurve, die nicht nullhomotop ist. Dann gilt

1. c ist frei homotop zu einer eindeutigen Geoddtischen y.

2. Das Bild Im~y ist entweder disjunkt zum Rand oder identisch mit einer
Randkomponente von M.

3. Ist ¢ einfach geschlossen, so ist auch 7y einfach geschlossen.

Theorem 2.2.3. [Bus92, Theorem 1.6.7] Es seien ¢ und cy geschlossene,
nicht nullhomotope Kurven in der Fliche M, die sich in n € Ny Punkten
schneiden. Weiter seien 1 und o die zu ¢1 bzw. ca frei homotopen Geoddti-
schen aus Theorem 2.2.2.

Falls Tm~y; # Im -y, so schneiden sich y1 und o in mazimal n Punkten.

Definition 2.2.4 (Laplace-Operator). 1. Es sei M eine Fliche. Die
Eigenwerte des Laplace-Operators

A:=—xdxd
auf M werden aufsteigend nummeriert. Also
O=X <A <A<,

wobei die Eigenwerte entsprechend ihrer Vielfachheit wiederholt wer-
den. Wenn M einen nichttrivialen Rand besitzt, so werden nur die
Eigenwerte bzgl. Neumannrandbedingungen

Vp € OM : grad f(p) € T,0M
betrachtet.

2. Ein kleiner Eigenwert ist ein Eigenwert aus [0, 1[. Die korrespondie-
renden Eigenfunktionen heiflen kleine Eigenfunktionen.

Fiir die Betrachtung von geschlossenen Flichen spielt die Wahl der Neben-
bedingungen auf dem Rand offensichtlich keine Rolle.

Wenn wir aber zu dieser Fliche eine Zerlegung in Fldchen mit Rand wéahlen,
dann kénnen wir die Anzahl der kleinen Eigenwerte der Ausgangsfliche nach
oben abschitzen, wenn wir in der Zerlegung gerade die Eigenwerte bzgl.
Neumannrandbedingungen betrachten.
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Definition 2.2.5 (Zerlegung). M sei eine Fliche. Eine Familie {M;};—1, .
von paarweisen disjunkten Flichen heifit Zerlegung von M, falls:

k
M=
=1

Theorem 2.2.6. [Cha84, Abschnitt 1.5] Es seien eine Fliche M mit v
kleinen Eigenwerten und einer Zerlegung {M;}i—1,..r gegeben. Weiter habe
M; genau v; kleine Eigenwerte. Dann gilt:

Definition 2.2.7. e Eine Fliche Y der Signatur (0,3) heifit Hose. Zu
jeder Hose Y gibt es zwei disjunkte, isometrische, rechtwinklige, volle
Sechsecke

St. 8T cCcY
mit den aufeinander folgenden Seitenldngen z, ¢, y, a, z, b, so dass

Y=58tUusS-.

Wenn man die Randgeodétischen «; der Hose so nummeriert, dass
v1 < 9 < 73, dann kann man die Sechsecke so wéhlen, dass:

_n
2

72 3
= — Zz =—

. 2 2

Y

Sechsecke mit diesen Eigenschaften heiflen bzgl. Y geoddtisch sortiert.

e Essei Uy : Y — Y die kanonische Involution, die ein Sechseck in das
andere iiberfiihrt.

Wir werden uns nun mit Hosenzerlegungen von Flichen beschéiftigen um die
Anzahl der kleinen Eigenwerte abschétzen zu kénnen. Tatséchlich kann man
nimlich zu jeder Fliche der Signatur (g,n) eine Zerlegung in Hosen finden.

Theorem 2.2.8 (Hosenzerlegung). Sei M eine Fliche der Signatur (g,n).
Dann ist 2(g—1)+n > 0 und es gibt eine Zerlegung {Y1,..., Yy 1)4n} von
M in 2(g — 1) + n Hosen.

Beweis. In [Bus92, Abschnitt 3.6] wird der Fall fir n = 0 mit Hilfe von
trivalenten Graphen bewiesen. Ist n > 0, so kann man M zu M erweitern,
indem man entartete Hose Q; (Flichen der Signatur (1,1)) an die Rand-
komponenten von M anklebt. Dies liefert die Behauptung. O
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Da also jede Fliche eine Hosenzerlegung besitzt, ist es von hohem Interesse,
die Eigenwerte von Hosen bzgl. Neumannrandbedingungen bestimmen zu
konnen.

Theorem 2.2.9. [Sch96, Theorem 6] Eine Hose Y hat mazimal zwei kleine
FEigenwerte. Wenn f eine kleine Eigenfunktion von M ist, dann gilt entweder

Uy (f) = f oder Ty (f) =—f.
Insgesamt kann man also Hosen in drei Klassen einteilen.

Definition 2.2.10. e Eine Hose mit keinem positiven kleinen Eigen-
wert heifit gut.

e Eine Hose mit einem positiven kleinen Eigenwert heiflt schlecht.
e Sei Y eine schlechte Hose und f eine kleine Eigenfunktion bzgl. A;.

— Y heiit vom Typ () (fir symmetrisch), wenn ¥y (f) = f.
— Y heifit vom Typ (A) (fiir antisymmetrisch), wenn ¥y (f) = —f.
Theorem 2.2.11 (schlechte Hosen). [Sch96, Theorem 7 und 8] Es sei

Y eine schlechte Hose und z, c, y, a, z, b die Seitenlingen der geoddtisch
sortierten Sechsecke.

1. Ist Y wom Typ (S), so gilt:

cosh(c) >9 cosh(z) >9
sinh(z) >3.7sinh(z + y)

2. Ist Y vom Typ (A), so gilt:

cosh(c) <g cosh(z) >9

sinh(z) <0.28 sinh(z + y)
Aus dem Quotienten mfllﬁl(hw(i)y) ergibt sich demnach sofort, ob eine schlechte

Hose vom Typ (A) oder vom Typ (S) ist (Abbildung 2.4). Dies fiithrt zu
folgender Definition:

Definition 2.2.12. Zu z,y,z € RT definiere

__ sinh(z)
Q(z,y,2) == smh(z +9)°

Sind Y eine Hose und z, ¢, y, a, z, b die aufeinanderfolgenden Seitenléngen
eines bzgl. Y geoditisch sortierten Sechsecks, so definiere

QYY) :=Q(z,y, 2).
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Typ (S) Typ (A)

Abbildung 2.4: Die lingste Randgeoditische ist bei Typ (S)-Hosen verhilt-
nisméBig gro und bei Typ (A)-Hosen verhiltnisméBig klein.

Insgesamt ergibt sich dann

Korollar 2.2.13. FEine HoseY ist gut, wenn eine der folgenden Bedingun-
gen erfullt ist:

1. Q(Y) € [0,28;3,7]

2. Fir die Linge z jeder Randgeoddtischen v gilt :

cosh (%) <9

3. Ist ¢ der Abstand der beiden kleinsten Randgeoddtischen, dann ist

cosh(c) € [1,5;9]

Nachdem wir nun Kriterien angegeben haben, mit Hilfe derer wir gute Hosen
erkennen kénnen, werden wir im nichsten Kapitel solche Hosen in einer Klas-
se von hyperelliptischen Flichen suchen. Hierzu werden wir Geodétische im
Fundamentalbereich betrachten und deren Lingen bestimmen. Zuvor wer-
den wir aber im nichsten Abschnitt die Fundamentalbereiche hyperellipti-
scher Flichen genauer beschreiben.

2.3 Hyperelliptische Flachen

In diesem Abschnitt werden wir hyperelliptische Flichen einfithren und de-
ren Fundamentalbereich genauer betrachten. In [SS99] wurde eine Charak-
terisierung der Fundamentalbereiche von Flichen angegeben, um damit den
Teichmiillerraum zu beschreiben. Als eine Anwendung wurde dort auflerdem
eine dquivalente Beschreibungen von hyperelliptischen Flichen gezeigt, die
wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit nutzen werden. Die wichtigsten Schrit-
te dafiir werden nun prisentiert.



14 KAPITEL 2. HYPERBOLISCHE GEOMETRIE

Definition 2.3.1 (kanonisches Polygon). Sei g € N und P(g) ein volles

Polygon mit den 4g Seiten ag,...,asy und den Winkeln o; zwischen den
Seiten a; und a;4q fiir ¢ = 1,...,4g. Hierbei sind die Indizes modulo 4g zu
verstehen.

P(g) heisst kanonisch, falls folgendes gilt:

G; =042g ; 1= 1, ceey 2g (27)
4g
Z o =27 (2.8)
i=1
0< o <m ,i1=1,...,4¢g
a1 =0g11
9 29 g 29
Za%q + Z ag; 22(121' + Z 021
i=1 i=g+1 i=1 i=g+1

Zu g € N werde der Raum der kanonischen Polygone in H? mit P(g) be-
zeichnet. Hierauf definieren wir wie folgt eine Topologie:

Es sei (Pj)jen C P(g) eine Folge und P € P(g). Dann ist

Pj—- P:&
a;(P;) = a(P) i=1,...,4¢g und
a;(P;) = o(P) i=1,...,4¢g

Theorem 2.3.2 (Poincaré). [S599, THEOREM 5] Zu jedem kanonischen
Polygon P € P(g) gibt es eine Gruppe I' C PSL(2;Z), so dass folgendes gilt:

e I'\IH? ist Fliche der Signatur (g,0).
e P(g) ist Fundamentalbereich von T .
Die Gruppe v wird aufSerdem von den 2g Elementen e; erzeugt, wobei

ei(a;) =ait24 fiir ungerades 1

efl(ai) =Qj+t2g fiir gerades 1

Wie am Anfang dieses Kapitels beschrieben, operieren die Elemente aus
PSL(2,R) als Isometrien auf H2. Allerdings ist nicht zu jeder Untergrup-
pe I' C PSL(2,R) die Menge T'\H? eine Fliche. Vielmehr kénnen nur die
so genannten Fuchsschen Gruppen diese Eigenschaft erfiillen. Eine gute Be-
schreibung dieser Gruppen erhélt man in [Kat92].
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Definition 2.3.3. Nach Theorem 2.3.2 existiert zu jedem kanonischen Po-
lygon aus P(g) eine Fliche der Signatur (g,0). Der Teichmiillerraum 7 ist
der Raum dieser Flichen mit der Topologie, die von P(g) induziert wird.

Normalerweise werden die 2¢g Elemente e; der Gruppe I' so gewéhlt, dass

29
[Tle2i 1, e2] = id
i1

erfiillt ist, wobei [-, -] den Kommutator
[e2i—1,e2] := e2i—1e2i62_z'1—1€2_i1
beschreibt.
Durch die Wahl der e;, die wir hier getroffen haben, wird aber die Bedingung

-1 -1 -1 _ .
€1 € ... €9 € *€ -...-629—1d

erfiillt.

Die Vorteile, die diese Wahl hat, wird ausfiihrlich in [SS99] vorgestellt. Die
Tatsache, dass gegeniiberliegende Seiten identifiziert werden, spielt dabei
eine wichtige Rolle bei der Charakterisierung hyperelliptischer Flichen.

Definition 2.3.4 (Hyperelliptische Fliche). Eine Fliche M der Signa-
tur (g,0) heifit hyperelliptisch, wenn eine Isometrie ® : M — M existiert,
so dass:

o P2 =id
e & besitzt genau 2g + 2 Fixpunkte
Die Fixpunkte wy, ..., w441 € M heissen Weierstrafipunkte.

Definition 2.3.5 (Hyperelliptisches Polygon). Sei ¢ € N und P ein
kanonisches Polygon mit den Seiten a; und den Winkeln «;. P heisst hype-
relliptisch, falls:

Qj =Q2g4 y 1= 1, feey 29 (29)

Eine hyperelliptisches Polygon ist nicht als Spezialfall einer hyperelliptischen
Fldche zu verstehen. Vielmehr beschreibt ein hyperelliptisches Polygon ge-
rade den Fundamentalbereich einer hyperelliptischen Fliche.

Theorem 2.3.6. [5599, THEOREM 14] Sei M eine Fliche der Signatur
(9,0). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. M ist hyperelliptisch.
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2. M besitzt mindestens 2g — 2 einfach geschlossene Geoddtische durch
einen Punkt QQ, so dass sich die Kurven paarweise genau in ) schnei-
den.

3. Der Fundamentalbereich von M ist ein hyperelliptisches Polygon F(M).

Korollar 2.3.7. M sei eine hyperelliptische Fldche vom Geschlecht g und
® die dazugehorige Isometrie. Weiter seien w; die Weierstraffpunkte bzgl.
.

1. Dann gibt es geschlossene Geoddtische 1, ...,y mit:

(a) ; ist geschlossene Geoddtische zwischen wy und w;.
(b) M\ U?£1 i ist ein hyperelliptisches Polygon P(M)

2. Es gibt eine kanonische Isometrie & auf M, die auf P(M) als -
Rotation operiert und die gleichen Weierstrafipunkte wie ® besitzt.

Beweis. 1. Der Beweis 1=2 in [SS99, THEOREM 14] zeigt, dass man
Geoditische 71, ..., 729—2 wahlen kann, die (1a) erfiillen. [SS99, LEM-
MA 13] besagt, dass man 241 und 72, so wihlen kann, dass insgesamt
(1b) gilt. Der Beweis von [SS99, LEMMA 13] zeigt dariiber hinaus,
dass man 7yp4_1 und 24 so wihlen kann, dass (1a) auch fiir y9,—1 und

Y29 gllt

2. Die Beweiskette
1=2=3=1

in [SS99, THEOREM 14] konstruiert die gesuchte Isometrie &.
O

Die hyperelliptischen Polygone, von denen in Theorem 2.3.6 und in Korollar
2.3.7 die Rede ist, liegen in unterschiedlichen Rdumen.

P(M) liegt in M und ist gerade M \ (71 U...U7y4). Insbesondere sind die
Ecken dieses Polygons identisch.

F(M) ist dagegen als Fundamentalbereich eine Teilmenge von H? und die
Ecken und Seiten sind paarweise verschieden. Durch die 7-Rotation wird in
F(M) der Mittelpunkt in sich tiberfiithrt, d.h. er représentiert gerade den
Weierstrapunkt wgg1, der durch die Geodétischen aus Korollar 2.3.7 nicht
erreicht wird.

Die ausgezeichneten Punkte einer hyperelliptischen Fliche (Weierstrapunk-
te) bestimmen also die ausgezeichneten Elemente des hyperelliptischen Po-
lygons (Zentrum und Kanten).

Man beachte, dass diese Korrespondenz nur durch die spezielle Wahl des
Fundamentalbereichs moglich war. Hatten wir nicht die gegeniiberliegenden
Seiten identifiziert, géibe es keinen Grund dafiir, dass die m-Rotation eine im
Fundamentalbereich abgeschlossen Operation beschreibt. Die so erhaltende
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Korrespondenz wird nun im folgenden Kapitel benutzt um eine hyperellip-
tische Fliche mit zwei guten Hosen zu konstruieren.
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Kapitel 3

Flichen mit 2 guten Hosen

3.1 Grundkonstruktion

In diesem Abschnitt werden wir zuerst zeigen, dass es eine hyperellipti-
sche Fliche vom Geschlecht 3 gibt, deren Fundamentalbereich ein volles
regelméiBiges Zwolfeck mit gleichen Innenwinkeln % ist.

Im Anschluss werden wir in diesem Fundamentalbereich die Randgeodéti-
schen einer Hose angeben und zeigen, dass sie die Bedingungen fiir gute
Hosen erfiillen. Aulerdem werden wir sehen, dass man mit Hilfe der kanoni-
schen Involution (7-Rotation im Fundamentalbereich) eine Hose erhilt, die
zur ersten disjunkt ist.

Bemerkung. Indizes sind immer modulo 12 zu verstehen. Auflerdem wer-
den wir Geoditische mit ihren Lingen identifizieren.

Es sei Z € H2. Betrachte nun Geodétische 7, ..., 712, mit Anfangspunkt Z,
so dass m; und 7; 1 den Winkel % einschlieBen. Weiter seien fiiri = 1,...,12:

. L f2+V3
Qi = n; (cosh (2_\/§>>

Damit sind die Dreiecke (Q;, Z, Q;+1) eindeutig definiert.
Es lésst sich nachrechnen, dass die Winkel bei (); und ;11 genau {5 betra-
gen und die Basis der Dreiecke die Lange 2h besitzt, wobei

h = cosh™ (2 +/3) ~ 1,99

die Hohe dieser gleichschenkligen Dreiecke ist.
Dies fithrt nun zu folgenden Bezeichnungen:

Definition 3.1.1. Es sei Fj ein hyperelliptische Zwolfeck (Abbildung 3.1)
mit

19
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Abbildung 3.1: Fundamentalbereich von 3y in H?

e den im Uhrzeigersinn angeordneten Ecken Q1, ..., Q12,

e den Seiten a; zwischen @Q;_1 und @;, die durch die Punkte Pil, Pf
gedrittelt und durch die Punkte W; halbiert werden

e und den Innenwinkeln «; bei @); zwischen den Seiten a; und a;41,

so dass fiir 2 = 1,...,12 folgendes gilt:

o = % % = cosh™1(2 +V/3)
Die nach Theorem 2.3.2 zu F; korrespondierende Fléiche sei
Yo = o\ H? Iy C PSL(2,7%).

Weiter seien pg : H2 — 3¢ die kanonische Projektion und ®q die isometri-
sche Involution, die durch die w-Rotation in Fy auf Xy induziert wird. Dann

kénnen wir die Weierstrafipunkte wy, ..., w7 von ¥y bzgl. ®; so nummerie-
ren, dass folgendes gilt:
po(Qi) =wo firi=1,...,12
po(Wi) = po(Wire) =w; firi=1,...,6
po(Z) =wry

Auflerdem erhalten wir

po(P}) =po(Pe) fir i = 1,...,12

In der Fliche ¥y werden wir nun eine Hose konstruieren. Hierzu definieren
wir Kurven in Fj, die dann nach 3 projiziert werden:
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PO(PiZz)

PO(Pllo)

po(P3)

po(Fy)
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wy = po(Wh)
po(P3)
1
wy
po(PY)
Wo
72
ws
Wo

wy = po(Wr)

Abbildung 3.2: Verlauf von 1, 72 und des zu -y3 frei homotopen Vierecks in

der aufgeschnittenen Fliche.

Definition 3.1.2. Es seien in ¥ folgende geschlossene Geoditische defi-

niert:

Ba!
Y2

Dariiber hinaus wird durch

I :=
Iy =
I3 :

ly =

:=po (W7 W)
:=po(Q5Q4)

in Xy ein Viereck [ olyol30l4 konstruiert (Abbildung 3.2), das nach Theorem
2.2.2 frei homotop zu einer eindeutigen, geschlossenen Geodétischen -y3 ist.

Bemerkung. Fiir zwei Kurven ¢; : [a1,b1] =& M und c3 : [ag,b2] — M mit

c1(b1) = ca(a1) sei dabei:

crocg: a1, by + (b2 — ag)] =M

ta{qw

firt e [al, bl]

sonst

ca(t — (b1 — a2))
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Abbildung 3.3: Freie Homotopien in der aufgeschnittenen Fliche

Die Homotopie, die l;oly0l30l4 nach y3 homotopiert, werde mit H bezeichnet.
Schneiden wir nun ¥, entlang einer Kante pg(a;) des Polygons P(%,) auf,
so induziert H auf ¥ \ po(a;) eine frei Homotopie H; von Kurven, die nicht
geschlossen sind.

Da H nun die eindeutige Fortsetzung von H; auf dem Abschluss

%o \ po(a;) = X

ist, beschreibt H; eine freie Homotopie von Kurven mit Anfangs- und End-
punkt auf py(a;). Insgesamt erhalten wir:

Lemma 3.1.3. Firi=1,...,6 seien e; € 'y mit e;(a;) = aj+¢. Dann gibt
es fiiri =2,3,4,6 Punkte S; € a; C H?, so dass:

v3 = Po(S651) 0 po(ea(Sa)e3(S3)) o po(S352) o po(e2(S2)es(Ss))

Es muss nun gezeigt werden, dass 71, y2 und 73 eine gute Hose Yy C 3
beranden. Dies wird der Inhalt der niichsten beiden Lemmata sein. Als Er-
stes miissen wir zeigen, dass die drei Geoditischen tatsdchlich eine Hose
beranden.

Lemma 3.1.4. Die Geoddtischen 1, yo und 7ys sind paarweise disjunkt und
beranden eine Hose Y.

Beweis. Im Verlauf dieses Beweises werde die Homologieklasse einer ge-
schlossenen Kurve ¢ mit [c]y bezeichnet. Mit Abbildung 3.3 erhélt man
somit
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(vslg =[l]m + [lo]m + [I3]m + [l4a]m
=[v2lu + [po(Q7Q12)]n
=[volu + mlm.

Da jede der drei Geoditischen nicht trennend ist (siehe hierzu Abbildung
3.2), sind die Geodétischen nicht nullhomolog. Damit ist 3 weder zu 7o
noch zu y; frei homotop. Wegen Theorem 2.2.3 sind die drei Geodatischen
somit paarweise disjunkt.
Wegen

(nla + [ele — [sle =0

gibt es eine Fliche N C ¥y mit ON = 7, U yo Ll 73.

Mit Abbildung 3.2 erkennt man, dass N zusammenhéingend ist. N habe also
die Signatur (g, 3). Dann besteht N aus 2(g — 1) + 3 < 3 Hosen und somit
ist g < 1. Ist g = 0, so gilt das Lemma mit Yy := N. Sei also g = 1. Dann
besteht N aus 3 Hosen und Y, := ¥ \ N ist die gesuchte Hose. O

Lemma 3.1.5. Y ist gut.

Beweis. Es seien x, ¢, y, a, z, b die Seitenldngen eines der Sechsecke S aus
denen Y| besteht, so dass

L 0 "
2 Y7 2
Da nach Konstruktion = y = h, reicht es zu zeigen, dass
Q(x7y’ z) E [0’28’ 3’7]

um zu verifizieren, dass Yy gut ist.
Es wire dann ndmlich

z > sinh™!(0,28sinh(2h)) > h=y ==z

und S somit ein bzgl. Y geodétisch sortiertes Sechseck.

Nun ist aber
< h+l+il3+1,

z
- 2
und wir erhalten mit (2.4) bzw. (2.1)

. ll . 2 . . 2 ™ .
sinh (5) = cosh <§h) sinh(h) — sinh <§h) cosh(h) cos (E) mit (2.4)
ll %2,48

2h\? . 2h\ 2 s .
cosh(ly) = cosh (;) — sinh (?) Cos (E) mit (2.1)
12 = 13 %0,879



24 KAPITEL 3. FLACHEN MIT 2 GUTEN HOSEN

Abbildung 3.4: Polygone in der aufgeschnittenen Fliche

Wendet man (2.1) auf das Dreieck (P2, Q12,W1) an, so erhilt man fiir
L := PLW,

cosh(L) = cosh(h) cosh (gh) — sinh(h) sinh (;h) cos (%)

L ~1,35.

Weiter betriigt in (Z, Wy, P2) der Winkel a bei Wy

b (2
a="_sin! (sin (f) M) ~ 1,06

2 6/ sinh(L

Da auflerdem die Seite ZW; die Linge z = h =~ 1,99 besitzt, erhalten wir
mit (2.4)
l
sinh (54) = cosh(L) sinh(z) — sinh(L) cosh(z) cos(c)
l4 %4,27

und damit:
sinh (ll +l2+l3+l4)

Q(z,y,2) < <1,32<37

sinh(2h)

Bezeichnen wir nun in Fj mit
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e 51 die Kiirzeste zwischen ag und a19 und mit
e s9 die Kiirzeste zwischen a4 und ag

dann ist mit (2.6) bzw. (2.5)

cosh (32—1> = sin (%) sinh(h)? — cos (%) cosh(h) mit (2.6)

S = 3,68
s2y _ 1 )
cosh (E) =3 cosh(h) mit (2.5)
So = 2,47

und somit wegen Lemma 3.1.3
v3 > 8286 + SS4 > s1 + so.

Damit ist also

inh S1+89
sinh (%5%2) 0,4 > 0,28.

Q(a,b,c) > W

O

Theorem 3.1.6. Y besitzt eine Zerlegung, die mindestens 2 gute Hosen Yo
und Yy enthdlt, wobei Yy = @o(Yp).

Beweis. Fiihrt man den Beweis von Lemma 3.1.4 fiir 73 := ®((y3) noch
einmal aus, so sieht man, dass

YVslg = [nla + [vle = [isle

und dass 71, 2 und <3 die Hose 120 := ®((Yy) beranden, die disjunkt zu Y)
ist. Analog zu Theorem 3.1.5 ist Yy gut und der Satz ist bewiesen. O

Bemerkung 3.1.7. Auch wenn wir hier nur eine Hosenzerlegung mit zwei
guten Hosen angegeben haben, erhalten wir wegen der Symmetrie von Fj
sechs verschiedene Hosenzerlegungen von Yy mit jeweils zwei guten Hosen.
Hierzu miissen wir lediglich die Lifts von +y;, 72 und 3 in Fy gleichzeitig um

Vielfache von & rotieren.

3.2 Variation

Wir haben bereits gesehen, dass es eine hyperelliptische Fliche Yy gibt, die
eine Hosenzerlegung mit mindestens zwei guten Hosen besitzt.
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Diese Konstruktion wollen wir nun in einem verallgemeinerten Fundamental-
bereich anwenden. Hierzu variieren wir eine Ecke Q; € H? des hyperellipti-
schen Polygons aus Abschnitt 3.1 so, dass wir weiterhin ein hyperelliptisches
Polygon erhalten.

Wegen Bemerkung 3.1.7 ist (); ohne Einschrinkung (). Damit gegeniiber-
liegende Seiten identische Lingen besitzen, wird zusammen mit Qo auch Qg
variiert. Nun folgt aus Definition 2.3.5 folgendes Lemma:

Lemma 3.2.1. Es sei P := (Q1,...,Q12) das Polygon aus Abschnitt 3.1
und

ﬁ = (Qla é?a Q?n RN Q7aés’ an LR Q12)

ein hyperelliptisches Polygon, wobei @2,@8 € H2. Dann sind die Dreiecke
(Q1,Q2,Q3) und (Q7,Qs, Q9) zueinander isometrisch und besitzen die glei-
che Winkelsumme wie (Q1,Q2,Q3). Diese betrigt

o = % + 2 cotan~1(2 + 3v/3) ~ 0,799

Beweis. Zur Vereinfachung bezeichnen wir alle Ecken von P mit sz-, die
Seiten zwischen @;_1 und @); mit a; und die Innenwinkel bei (); mit ;.
Wegen (2.7) und (2.9) gilt dann:

oy = O3 ay = ag a3 = ay

Damit sind die Dreiecke (Q1, @2, Q3) und (Q7,Qs, Qg) isometrisch. Insbe-
sondere ist die Winkelsumme identisch und sei o. Weiter sei ¢ die Winkel-
summe von (Q1,Q2,Q3). Dann ist nach (2.8) o = 0. Wegen

Q1Q2 =Q2Q3 = 2h

gilt weiter

T
o :E + 250,

wobei €( der Basiswinkel des gleichschenkligen Dreiecks (Q1, Q2, @3) ist. Fir
diesen Winkel gilt wegen (2.1)

cos(gg) =sin (%) sin(gg) cosh(2h) — cos (%) cos(gp)

sin (Z) cosh(2h) 943V3
1+ cos (%)

cotan(eg) =

O

Hiermit konnen wir also eine Variation von hyperelliptischen Polygonen de-
finieren. Diese Variation besitzt gerade die @2 € H? als Parameter, fiir die
das Dreieck (Q1, Qo, Q@3) die Winkelsumme oy besitzt.

Wir werden nun sehen, dass diese Variation durch den Winkel € bei @3 im
Dreieck (Q1, @2, @3) parametrisiert wird.
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Definition 3.2.2. Es sei

P. = (Q1,Q2(¢),Q3, - - -, Q7,Qs(e), Qo, - - -, Q12)

das hyperelliptische Polygon, das im Dreieck (Q1,Q2(¢),@3) bei Q3 den
Winkel € besitzt, falls ein solches P, existiert. Der Winkel bei ()1 sei dann
d(e).

Um zu sehen, dass dieses ﬁg wohldefiniert ist, falls es existiert, miissen wir
nun zeigen, dass § eindeutig durch € bestimmt wird. In diesem Fall wire
(Q1,Q2(g),Q3) durch die Seite Q1Q3 und die beiden Winkel ¢ und 4(e)
eindeutig definiert. Damit wire wegen Lemma 3.2.1 auch (Q7,Qs(¢), Q)
eindeutig bestimmt und somit P. wohldefiniert.

Lemma 3.2.3. Wenn ﬁs ezistiert, so ist 0 < ¢,0 < o9 und § durch €

eindeutig bestimmd.
Weiter ist P., = Py fiir eo = cotan™'(2 + 3v/3).

Beweis. Der entartete Fall € = 0 ist nicht moglich, da andernfalls

area(Q1,Q2(g),Q3) =0

und die Winkelsumme des Dreiecks somit m > o9 wére. Da die Winkelsumme
oo ergeben muss, gilt auBerdem e < gp. Aus (2.1) folgt mit B := Q1Qs:

cos(og — € — 0) =cosh(B) sin(e) sin(d) — cos(e) cos(d)
cos(6) [cos(ag — €) + cos(e)] =sin(d) [cosh(B) sin(e) — sin(og — €)]
__cosh(B)sin(e) — sin(og — ¢)
cotan(d) = cos(og — €) + cos(e)

Somit ist § € (0,09) C (0,%) eindeutig durch e definiert, da B und oq
konstant sind.
Die Berechnung von ¢y wurde bereits in Lemma 3.2.1 gefiihrt. O

Lemma 3.2.4. ﬁg existiert genau fir € € (Emin, Emax) Mit:

Emin ~0,0251
Emax 20,774

Beweis. Ein Dreieck [0, B, e, D, 8, E] ist durch B, € und § bis auf Isometrie
eindeutig gegeben. Da B und ¢ fest sind, ist die Winkelsumme

o=0+¢+p

in § monoton fallend. Weiter ist auch S in § monoton fallend (Abbildung
3.5). Das Minimum von o erhilt man also fir § = 0. 6 nehme dann den
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Abbildung 3.5: Der Winkel g fillt bei wachsendem § und festem e.

Wert 6. p an. Da o demnach alle Werte zwischen ¢ + 6, p und 7 annimmt,
existiert P; genau dann, wenn 6, g < o — €. Das fiihrt uns zu

1 = cos(0) = cosh(B) sin(¢) sin(d,, g) — cos(e) cos(de,B)
< cosh(B) sin(e) sin(og — €) — cos(g) cos(op — €).

Mit z := sin(e) ist also die Existenz von P, fquivalent zu
1 < cosh(B)z (sin(ao)\/ 1—22 - cos(ao)x) —
V1— 2 (cos(oo) 1—z2+ sin(ao)x)

Aus
2% cos(op) (cosh(B) — 1) 4 cos(og) — 1 <zv/1 — x2sin op(cosh(B) — 1)

erhalten wir dann mit k := % =~ 0,0175

z% cos(op) + & <zy/1 — 22sin(0g)
4

z* — (sin(og)? — 2 cos(op)k) % + K* <0

Also existiert P. genau fiir € € (emin, Emax) mit:

sin(emin) :\ sin(oo) _ cos(og)k — \/(sin(oo) - cos(ao)m>2 — K2

2 2
~0,0251
. . 2
sin(€max) :\ sm(200) — cos(og)k + \/(31n(200) - cos(ao)n) — K2
~0,699

Da auflerdem € € (0, §), ist hierdurch eyin und eyax eindeutig definiert. [
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Da wir nun wissen, dass P> wohldefiniert ist und genau fiir € € (Emin, Emaz)
existiert, konnen wir nun die Variation hyperelliptischer Flichen angeben.

Definition 3.2.5. Es sei
tmin := €min — €0 tmax := Emax — €0

mit epin und €p.x aus Lemia 3.2.4. Es sei

Pyi= Pyt fiir ¢ € (tmin; tmaa).

Weiter seien F; die Zusammenhangskomponente von H? \ P;, die Z enthiilt
und ¥; die hyperelliptische Fliche aus Lemma 2.3.2, die F; als Fundamental-
bereich besitzt. Dariiber hinaus sei ®; die isometrische Involution, die durch
die m-Rotation in F}; auf X; induziert wird.

Analog zur Definition 3.1.2, definieren wir in X; die Geoditischen v, % und
4. Fithrt man nun die Beweise von Lemma 3.1.4 und Theorem 3.1.6 erneut
durch, so erhilt man eine Hose Y;, die zur Hose Y, = ®4(Y;) disjunkt ist.
Diese Hosen haben +¢ und v4 als gemeinsame Randgeodétische. Die dritte
Randgeodétische von Y; ist 74 und die dritte Randgeoditische von 17;5 ist

A = By (7%).

Nun bleibt noch zu zeigen, dass in jedem ¥, das existiert, durch Y; eine
gute Hose definiert ist. Damit hitten wir auch in 3; eine Hosenzerlegung
gefunden, die mindestens zwei gute Hosen besitzt.

In Abschnitt 3.1 hatten wir mit 0,4 < Q(Yp) < 1,32 zwar eine ausreichende
Abschitzung fir den Quotienten Q(Y)) gefunden. Allerdings kénnen wir
nicht erwarten eine ebenso gute Abschitzung fiir alle Y; zu erhalten. Daher
werden wir auf eine andere Art beweisen, dass Y; fiir ¢ € (fmin, tmax) gut ist.

Theorem 3.2.6. Es seit € (tmin, tmax)- Dann gilt:

t
L0 =2 =h~199
2. 'Y; ist gut.

Beweis. 1. gilt offensichtlich, da sich die Lage dieser beiden Geoditischen
im Vergleich zur Grundkonstruktion nicht geéindert hat. Kommen wir also
zu 2.

Fall 1: 7§ <~ =7
Dann gilt fiir jede Geodétische ~:

cosh (%) < cosh (g) <9

und Y; ist nach Korollar 2.2.13 gut.
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Fall 2: 74 > 4! =~ und Q(Y) € [0,28; 3,7]
Dann ist Y; nach Korollar 2.2.13 gut.

Fall 3: 7} > 4! =4 und Q(Y) < 0,28
Dann ist

t
sinh (%) <0,28 sinh(2h) & 7,51.

Es gilt dann fiir jede Randgeodétische -y:

cosh (%) < cosh (%E‘) <9

und Y; ist nach Korollar 2.2.13 gut.

Fall 4: 7 >4t =4 und Q(Y) > 3,7
Nehmen wir nun an, dass Y; schlecht sei. Dann folgt aus Theorem
2.2.11, dass Y; vom Typ (S) ist. Weiter sei ¢ die Kiirzeste zwischen !
und ~%. Theorem 2.2.11 liefert dann den Widerspruch:

9 < cosh(c) < cosh(pg(Q1W7)) = cosh(h) < 2+ /3

O

Wir haben nun gesehen, wie die Schmutz’schen Hosen-Kriterien das Suchen
nach guten Hosen erleichtern.

Insbesondere wurde gezeigt, dass ausgehend von der Grundkonstruktion Fj
jede Variation von gegeniiberliegenden Ecken den Fundamentalbereich einer
Fliche beschreibt, die eine Hosenzerlegung mit zwei guten Hosen besitzt.
3 beschreibt somit einen Weg im Teichmiillerraum 73. Nun folgt aus dem
Beweis von Lemma 3.2.4 aber gerade

lim a9(X;) =0 lim ay(Xy) =0

t—tmin t—tmax
Mit B := @1Q3 ist nun

sin(t)
sin(az(24))

und es handelt sich somit bei 3; um einen eigentlichen Weg im Teichmiiller-
raum 73.

az (%) = sinh(B)
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